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Comparison of Several Simplified Methods for the Solution of Open-Shell SCF-Problems 

The SCF-OS-method proposed by Diercksen [1] for systems with nonpaired electrons is compared 
with the methods of Nesbet [5], Roothaan [2] and with a unpublished method of McWeeny-Kutzel- 
nigg. The matrix elements to "simply excited" functions serve to determine the degree of approximation 
to a standard function which we construct by CI with all the simply excited Slater determinants. The 
case of systems with two non paired electrons of opposed spin is briefly treated. 

Die yon Diercksen [1 ] vorgeschlagene SCF-OS-Methode ftir Systeme mit ungepaarten Elektronen 
wird mit den Methoden von Nesbet [5], Roothaan [2] und mit einer bisher unver6ffentlichten Methode 
yon McWeeny-Kutzelnigg verglichen. Die Matrixelemente zu ,,einfach angeregten" Funktionen 
dienen hierbei dazu, den Grad der Approximation an eine dutch CI mit allen einfach angeregten 
Slaterdeterminanten gewonnene Standardfunktion zu bestimmen. Aueh der Fall von Systemen mit 
2 ungepaarten Elektronen entgegengesetzten Spins wird kurz behandelt. 

La m6thode SCF-OS propos6e par Diercksen [1 ] pour traiter les syst~mes ~ couches ouvertes est 
compar6e avec les m6thodes de Nesbet [5], de Roothaan [2] et avec une m6thode non publi6e de 
McWeeny-Kutzelnigg. Les 616ments de matrice aux fonctions ~tsimplement excit6es)) servent ~t 
determiner le degr6 d'approximation vers une fonction standard qu'on obtient en effectuant I'IC avec 
tous les d6terminants de Slater simplement excit6s. Le cas de systemes ~ deux electrons non coupl6s 
avec les spins oppos6s est bri6vement trait& 

1. Einleitung 

M i t  d e m  Ziel ,  d ie  b e k a n n t e n  V e r f a h r e n  z u r  L 6 s u n g  des  " se l f -cons i s ten t - f i e ld" -  

P r o b l e m s  ffir S y s t e m e  m i t  u n g e p a a r t e n  E l e k t r o n e n  d u r c h  e ine  e infachere ,  w e n n  

a u c h  n u r  n~iherungsweise  r i ch t ige  M e t h o d e  zu  erse tzen,  h a t  D i e r c k s e n  [1]  k f i rz l ich  

v o r g e s c h l a g e n ,  ans te l le  des  f ib l i cherweise  bei  P r o b l e m e n  m i t  o f fenen  Scha len  ver -  

w e n d e t e n  F o c k o p e r a t o r s  F ~ wie ihn  R o o t h a a n  u n d  M c W e e n y  a n g e g e b e n  
h a b e n  [2, 3] ,  

F ~ 1 8 9  (1) 

(In de r  Sch re ibwe i se  v o n  M c W e e n y :  R c u n d  R o s ind  die  D i c h t e m a t r i z e n ,  hc u n d  h o 
die  S C F - O p e r a t o r e n  ffir die  a b g e s c h l o s s e n e n  resp.  o f fenen  Scha len ,  w o b e i  in h~ 
f iber  die  Sp ins  g e m i t t e l t  w u r d e  (vgl. un ten)  

h~ = f + J(2Rc)  - �89 + J(Ro) - �89 

h o = f + J(2R~) - �89 + J(Ro) - K(Ro) 
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mit f als Einteilchenoperatoren, J und K als Coulomb- und Austausehpotentiale) 
den vereinfachten Operator F ~ 

F D = h c (2a) 

zu benfitzen. Die Orbitale der offenen Schalen werden mathematisch also be- 
handelt, als w~iren sie von zwei Fermionen mit Spin s = �89 und je der halben 
Elektronenladung besetzt, so dab der Wechselwirkungsoperator dieselbe Gestalt 
annimmt wie bei Elektronen in abgeschlossenen Schalen. Mit diesem gen~iherten 
Operator F ~ haben bereits 1955 Longuet-Higgins und Pople [4] in SCF-Rech- 
nungen fiber aromatische Radikale und Ionen gearbeitet. Aus demselben Jahr 
stammt der Vorschlag yon Nesbet I-5], zur Berechnung von SCF-Orbitalen von 
Systemen mit offenen Schalen den Operator F N 

F N -- h o (2b) 

zu verwenden. (Die Arbeiten yon Roothaan [2], McWeeny [3] und yon Lefebvre 
I-6] sind erst sp~iter erschienen; bekannt war erst die sog. ,,Spin-polarisierte 
HF-Methode" yon Pople und Nesbet [7] und yon Berthier [8]). 

Die Operatoren F ~ und F N sind numerisch und algebraisch wesentlich ein- 
facher zu handhaben als F ~ Vor allem F ~ erlaubt, bei lange dauernden Maschi- 
nenrechnungen Zeit zu sparen, weil wegen derselben Struktur der von den 
abgeschlossenen und offenen Schalen herrfihrenden Teile des Operators bei 
jedem Iterationsschritt aus den Dichtematrizen Rcund Ro nur ein neuer SCF- 
Operator gebildet werden mug und nicht - wie bei F N und F ~ - deren zwei. 

Eine solche Vereinfachung wird nattirlich erkauft mit Ungenauigkeiten in 
den Resultaten. Aus den SCF-Rechnungen yon Roothaan, Sachs und Weiss [-9] 
fiber den Grundzustand des Heliums l~igt sich das Ergebnis einer Berechnung des 
H-Atoms, des einfachsten Systems mit ungepaarten Elektronen also, mit dem 
SCF-Operator F ~ erschliegenl; die Rechnung ergibt eine Bindungsenergie yon 
0,4859 a. u. Die Operatoren F N und F ~ ffihrten zur korrekten Energie yon 0,5 a. u. 
Wer mit dem SCF-Operator F ~ arbeitet, nimmt also bereits beim H-Atom einen 
Fehler yon 0,383 eV oder etwa 9 kcal/Mol in Kauf; bei Systemen mit mehreren 
ungepaarten Elektronen f~inde man noch gr6gere Abweichungen. 

Die Ursache dieser Ungenauigkeit wird dutch die folgende Analyse rasch 
klar. In einer ,,Spin-polarisierten" - oder ,,unbeschr~inkten" ("unrestricted") - 
Hartree-Fock-Methode (UHF) miigte man zur Berechnung der Orbitale auf die 
~-Elektronen der abgeschlossenen und der offenen Schalen den Operator 
h~= hc-�89 ho wirken lassen (es ist vorausgesetzt, dab alle ungepaarten 
Elektronen s-Spin haben); auf die fl-Elektronen der abgeschlossenen Schalen 
wirkt hff = h~ + �89 In F ~ wird - unter Vernachl~issigung der Spin-Polari- 
sationseffekte - d e r  aus h~ und hff gemittelte Operator h~ verwendet. F N beschreibt 
die ~-Elektronen richtig mit ho, l~igt aber beim Berechnen yon fi-Orbitalen das 
Potential h ~ -  F N =  + K ! R o )  auger acht; in F D fehlen im Vergleich mit h~ und h o 

die auf e-Elektronen wirkenden Austauschoperatoren - � 8 9  sowie die 
Differenz h i - F D =  + � 8 9  zur Berechnung der fl-Orbitale. Alle diese Ver- 
nachlgssigungen wiegen nicht schwer, solange man nur Austauschintegrale 
zwischen inneren (abgeschlossenen) und ~iugeren (offenen) Schalen wegl~igt, da 

1 I n d e m  m a n  aus  d e n  W e r t e n  E = 2 f l  1 + J l  1 u n d  ~ ~ f l  1 + ,111 die Differenz f l  1 = 1,9437 a .u .  
a u s r e c h n e t  u n d  diese ansch l i eBend  w e g e n  der  k l e ine ren  K e r n l a d u n g  des  P r o t o n s  d u t c h  4 teilt. 
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man annehmen darf, dab wegen der r~iumlichen Trennung von inneren und 
~iugeren Orbitalen ein Elektronenaustausch kaum stattfindet. Es ist deshalb zu 
erwarten, dal3 F ~ und auch F N sich wesentlich besser zu SCF-Operatoren ffir 
Systeme mit ungepaarten Elektronen eignen als F D, denn nur in F D werden 
Matrixelemente des Austauschpotentials - � 8 9  zwischen Orbitalen der offenen 
Schalen vernachl~issigt; mit F ~ und F N werden die Wellenfunktionen der offenen 
Schalen mit dem korrekten Operator ho berechnet. Bereits das erw~ihnte Beispiel 
des Wasserstoff-Atoms zeigt die Schw~ichen des yon Diercksen empfohlenen 
SCF-Operators F D. 

Wir wollen im n~ichsten Abschnitt die SCF-Operatoren F D, F u und F ~ mit- 
einander vergleichen, indem wir nachprfifen, inwieweit sie zu Wellenfunktionen 
ffihren, die das Theorem von Brillouin [10] erffillen; das Brillouin-Theorem 
dient uns als Kriterium ftir die Approximation einer SCF-Wellenfunktion an 
eine Standardfunktion T (s. unten), deren ~-Matrixelemente zu jeder ,,einfach 
angeregten" Slaterdeterminante bei Selbstkonsistenz verschwinden. Wir begeben 
uns hierbei in die N~ihe der Arbeiten von Lefebvre [6]. In Abschnitt 3 gehen wir 
auf das yon Diercksen behandelte Problem zweier ungepaarter Elektronen mit 
entgegengesetztem Spin ein; in Abschnitt 4 besprechen wir einen von McWeeny 
und Kutzelnigg [12] stammenden Alternativvorschlag zur Berechnung einer 
SCF-OS-Wellenfunktion. 

Wir gehen in dieser Arbeit nur auf den Spezialfall der ,,Spin-offenen" Schalen 
ein und verzichten auf eine Verallgemeinerung ftir die beziiglich einer Raum- 
symmetrie nicht abgeschlossenen Elektronenschalen. 

2. Die Self-consistent-field-Methoden f'fir Systeme mit ungepaarten Elektronen 
g|eichen Spins 

Sei gegeben ein orthonormierter Satz {q)} von Orbitalen. Die Determinante G 

G = (~oi~i . . .  ( P j g / P k  . . -  ~0l) 

beschreibt den Grundzustand eines Systems mit ungepaarten Elektronen gleichen 
(a-) Spins. (Die im Grundzustand doppelt besetzten Orbitale sind mit den 
lndizes i, j, die einfach besetzten mit k, l und die unbesetzten Orbitale mit m, n 
bezeichnet; der Querstrich bedeutet die Spinfunktion p). Die Zahl der ungepaarten 

Elektronen sei p. Gist Eigenfunktion von S 2 zum Eigenwert S(S + 1) = ~- ~ + 1 
P und yon __Sz zum Eigenwert ~-. 

Es sind vier Typen A, B, C und D von gegenfiber G elektronisch einfach 
angeregten Slaterdeterminanten denkbar, die zum selben Eigenwert p/2 von S~ 
gehSren. Die Funktionen A und B 

A = ( ~ o ~  . . .  ~ o ~ j e k  . . .  e ~ ) ,  

B = ( ~  . . .  ~ j ~ k ~ k  . . .  ~ l )  

(in A ist das Elektron ~z durch q~m ersetzt; B entsteht durch die Anregung ~oj--. ~k) 
sind gleichzeitig Eigenfunktionen yon _S 2 zur selben Quantenzahl p/2, denn sie 
enthalten gleichviel doppelt besetzte und einfach besetzte Orbitale wie G. Aus den 
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Determinanten C und D 

C = ( ~ o ~  ... ~oj~,,~ok .. .  ~o3, 
(3) 

D = (r ... r .,. qh) 

kann man die zwei orthonormierten Linearkombinationen qS~ und q~2 

~1 = 1/1/2 [ c  + D ] ,  

~b 2 = l /V2  [ c  - D] 

bilden. r ist Eigenfunktion yon __S 2 zur Quantenzahl p/2, denn die Raumorbitale 
q~ und q~m bilden ein Singulett; durch Wegprojizieren des unerwfinschten Anteils 
kann man auch aus r eine Funktion (P+1)r der Multiplizit~it (p + 1) gewinnen. 

( P + ' ~ 2  = a ( p + 2 )  ( ~ o ~  ... q~jgmq~ ... ~o,)-(qhC0~ ... q~,~jq~k ...~03 

P r=k 

Wir werden die mit den Operatoren F ~ F N und F ~ gewonnenen SCF-OS- 
Slaterdeterminanten im folgenden mit einer ,,Standardfunktion T" vergleichen. 

sei eine ,,beste Funktion"', die sich durch Konfigurationswechselwirkung mit 
den A, B, 4~1 und ~P+1)~2 nicht mehr verbessern l~igt. T ist die L6sung eines 
Multikonfigurations-SCF-Verfahrens ffir eine Linearkombination yon G und 
allen Funktionen A, B, r und (P+l)q~ a. Wie man sp~iter sehen wird, l~il3t sich 
gen~ihert auch mit StSrungstheorie aus der Roothaanschen SCF-Wellenfunktion 
und den angeregten Funktionen vom Typ (v+1)r berechnen. Diese Standard- 
funktion unterscheidet sich yon der L6sung ~b vnF einer ,,unbeschfiinkten Hartree- 
Fock"(UHF)-Rechnung haupts~ichlich dadurch, dab T Eigenfunktion von S 2 ist. 

Die Matrixelemente des (spinffeien) Hamiltonoperators ~zwischen  G und 
den einfach angeregten Funktionen lauten 

(SlogYlA) = fz,, + (J(2R~) - ( 1 / 2 ) K  (2Rr + (J (Ro) - K (Ro))t,, , 

( G I ~ I B )  = f j, + (J(2R~) - (1/2)K(2R~))~, + (J(Ro))j t , 
(4a-d) 

(G]3iC~l~bl) = V2 [f~. + (J(2R~) - (1/2)K(2R~))~. + (J(ao) - (1 /2)K(no) ) jJ .  

l / p + 2  (Gl~Ut~ =-(K(Ro))~." V 

[mit den fiblichen Abkfirzungen fr~=(~o,IHIq~)= Matrixelement des Ein- 
elektronenoperators; 

(J(R)), ,  = ~ ,(1)~o,(2) q~,(2)q~,(1 (K(R)) , ,  = ,(1)~pt(2) q),(2)ep,(1 

als Matrixelemente des Coulomb- resp. Austauschoperators - die Summe er- 
streckt sich fiber alle Orbitale r die zur Dichte R beitragen, fiber die doppelt 
besetzten fiir R~ also und fiber die einfach besetzten Orbitale ffir Ro]. 

Wir wollen nun untersuchen, welchen Wert diese Matrixelemente (4) zu elek- 
tronisch einfach angeregten Wellenfunktionen annehmen, wenn wir voraussetzen, 
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die Orbitale ~0 seien selbstkonsistente Eigenfunktionen eines der SCF-Operatoren 
F ~ F N oder F ~ 

Weil sich ein SCF-Operator  F in der Basis seiner Eigenfunktionen ~ auf Dia- 
gonalform reduziert, k6nnen wir als SCF-Bedingungen f/Jr die Orbitale ~p die 
Gleichungen 

(w, IFI Ws) = 0 (fiir alle Paare r • s) 

angeben (vgl. auch [6]). Es sind drei Falle einer Anregung qh--.q~, (einfach be- 
setzt --, unbesetzt), q~j ~ qh (doppelt besetzt ~ einfach besetzt) und q~j ~ ~0, (doppelt 
besetzt ~ unbesetzt) zu unterscheiden. 

Setzen wir also voraus, die ~o seien Eigenfunktionen von F D, so lauten die 
SCF-Bedingungen in allen drei Fallen 

(~o, [F~ q~s) = f,~ + (J(2Rc) - �89 + (J(Ro) - �89 = O, (r # s). (5) 

Mit diesen Bedingungen vereinfachen sich die Matrixelemente (4) zu 

(GIRl  A> = - (1/2) (K(Ro)),., 

<OfW[ B )  = + '(1/2) ( K ( n o ) ) j  , , 

(GIRl  qS~) = 0,  (6a--d) 

p + 2  
(GIRl  (v+x~4~a) = - (K(Ro))j. 2p 

W~iren andererseits die Orbitale ~o Eigenfunktionen des Operators F N, so hieBen 
die SCF-Bedingungen 

(q~,IFNIcp~) = f , ~ +  (J(2R~) - (1/2)K(2Rc)),s + (J(Ro)- K(Ro)), ~ = O, (r#  s). (7) 

In diesem Falle erhielte man ffir die Matrixelemente (4) von _W 

(GfRf A )  = O, 

(G[.R[ B)  -- + (K(Ro))p, 
1 / 5  (8 a - d )  <GIRl ~bl> =v~__ (K(Ro)))., 

(GIJr (v+1)~2) = - (K(Ro))~," V .p 

P 

+ 2 

2p 

Auch ffir Eigenfunktionen des Operators F ~ schlieBlich kann man unschwer 
SCF-Bedingungen angeben, wenn man bedenkt, dab die in Formel (1) auftreten- 
den Dichtematrizen in der Basis der Eigenfunktionen q~ eine sehr einfache Gestalt 
annehmen, weil alle auBerdiagonalen Elemente verschwinden und in der Diago- 
nalen selbst nur die Werte 1 oder 0 vorkommen; es lassen sich somit die Elemente 
yon F ~ sofort hinschreiben. Man findet drei verschiedene Bedingungen, ent- 
sprechend den oben erw~ihnten drei Anregungstypen. 

<qh IF~ q~.> = (1/2) I f , .  + (J(2Rc) - 1/2K(2Rc)),. + (J(Ro) - K(Ro))z J = 0 
(q~j IF ~ (&> = (1/2) [fjt + (J(2R~) - 1/2K(2Rc))j ~ + (J(Ro))j~] = 0 [9 a -c ]  

(q~2 ] F~ (P-> = (1/2) [ fj. + (J(2Rc) - 1/2 K(2Rc))3 ~ + (J(Ro) -(1/2)K(Ro))j J = O. 
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(Man beachte die Bedeutung der Indizes j, l, n.) Die Matrixelemente vereinfachen 
sich dadurch zu 

<G[-~I A> = O, 

<GI.gf~IB> = O, 
<GI~ [ gbt> = 0, (lOa-d) 

< a l ~ l  (P+1>~2> = - (K(Ro))j," 2p 

Vergleichen wir nun die Operatoren F ~ F ~ und F ~ Bei allen drei Operatoren 
behNt das Element<GL~(C'lr einen yon null verschiedenen Wert. Das 
Auftreten dieses Elementes ist eine Folge der Einschr~inkung, dab G eine Ein- 
Determinanten-Wellenfunktion ist, deren ~- und/~-Orbitale - im Gegensatz zu 
einer UHF-Funktion - durch einen einzigen Satz von orthonormierten Ein- 
Elektronen-Funktionen beschrieben werden. 

Sowohl mit F D wie mit F N lassen sich die Ergebnisse einer SCF-Rechnung mit 
dem Operator F ~ approximieren. Die Rechnung mit F ~ entspricht bei Selbst- 
konsistenz einer Konfigurationswechselwirkung mit allen einfach angeregten 
Funktionen yore Typ qS~, es fehlt jedoch die Wechselwirkung mit den Deter- 
minanten vom Typ A und B. In F N sind umgekehrt die Funktionen B und q51 
nicht beriicksichtigt, w~ihrend die Konfigurationswechselwirkung mit Slater- 
determinanten vom Typ A darin enthalten ist. 

Durch Konfigurationswechselwirkung mit den noch nicht berticksichtigten 
Slaterdeterminanten kann man die SCF-Wellenfunktionen der Operatoren F D 
und F N weiter verbessern. Am einfachsten durchzuftihren ist hierbei die Wechsel- 
wirkung mit den Funktionen vom Typ B, weil es deren nur eine beschr~inkte An- 
zahl - d a s  Produkt der Zahl doppelt besetzter und der Zahl einfach besetzter 
Orbitale- gibt. Angeregte Funktionen vom Typ A und q51 gibt es jedoch wenigstens 
in der Grenze einer unendlichen Orbitalbasis, beliebig viele, so dab es praktisch 
nicht mSglich ist, eine vollstiindige Konfigurationswechselwirkung durchzu- 
ftihren. Alle nicht verschwindenden Matrixelemente in (6) und (8) sind Summen 
yon Austauschintegralen des Operators K(Ro). Die dem Betrage nach kleinsten 
dieser Elemente werden i. a. die Integrale (K(Ro))j . sein, weil sie die ,,Dipol-Dipol"- 
Austauschwechselwirkung yon zwei verschiedenen Uberlappungsladungen ortho- 
gonaler Funktionen beschreiben, wiihrend sowohl (K(Ro))j I wie auch (K(Ro))z . 
ein Integral (q~lq0llqh q~;) resp. ((Pl q~] (Pz r der Wechselwirkung yon I~0tl 2 mit der 
Dipol-Ladungsverteilung qo~ r resp. r rp, enthalten. Ferner kann man vermuten, 
dab (K(Ro));~ weniger ins Gewicht f~illt als (K(Ro))t, ,  da das doppelt besetzte 
Orbital ~pj yon q~ wegen der Coulomb-Wechselwirkung r~iumlich starker getrennt 
sein wird als ein unbesetztes Orbital (p~, das zu (Pz lediglich orthogonal zu sein 
braucht. Es ist deshalb zu erwarten, dab F N den Operator F ~ im allgemeinen 
besser approximiert als F D. Ein numerischer Vergleich der besprochenen SCF-OS- 
Methoden findet sich im Anhang. 

3. Systeme mit zwei ungepaarten Elektronen entgegengesetzten Spins 

Diercksen hat sein Verfahren, mit einem vereinfachten SCF-Operator F die 
SCF-Molektilfunktionen n~iherungsweise zu bestimmen, auch auf Singulett- und 
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Triplett-Wellenfunktionen von Systemen mit zwei ungepaarten Elektronen ent- 
gegengesetzten Spins ausgedehnt 2. Sowohl fiir die doppelt besetzten wie auch fiir 
die einfach besetzten Orbitale der als Summe bzw. Differenz yon zwei Slater- 
determinanten angesetzten Wellenfunktionen werden - analog zum Fall yon un- 
gepaarten Elektronen gleichen Spins - die selbstkonsistenten Eigenfunktionen 
yon F = F D verwendet [vgl. (2)], zur Dichte R o tragen die beiden einfach besetzten 
Orbitale q& und q)t bei. 

Wir wollen hier iihnlich wie in Abschnitt 2 die Operatoren F D und F N mit- 
einander vergleichen, indem wir untersuchen, wie weitgehend diese Singulett- 
und Triplett-SCF-Wellenfunktionen G 

1 
3G = 1 ~ "  {("" (pj~j(~k~)l) ~ (.., ~)j~j~Bl~k) } 

durcb Konfigurationswechselwirkung mit einfach angeregten Slaterdeterminanten 
verbessert werden k6nnen. Da sich G aus zwei Determinanten zusammensetzt, ist 
das Brillouin-Theorem in seiner urspriJnglichen Form nicht gfiltig (vgl. [11]). 
Wir betrachten deshalb die Konfigurationswechselwirkung mit allen aus den 
selben Orbitalen {qo} aufgebauten Funktionen richtiger Multiplizit~it, deren 
Matrixelement zu G - wie jene zwischen zwei sich nur in einem Spinorbital unter- 
scheidenden Slaterdeterminanten - von den Einteilchen- und Zweiteilchen- 
Operatoren abh~ingen. Es gibt fiir den Fall des Singuletts und des Tripletts je vier 
unabh~ingige Typen solcher Funktionen: 

So = (... e j O j q ) ~ ) ,  
1 

1 
S~ = - ~ - { ( . . .  ~j(7~ ek(7,)+ (... (#r ~0k (Tj)}, 

S3 = 2 {(''" q)J~On (~k ~l) "F (... en~Oj(pk ~Ol) ~- (... q)jgn q)l~Ok) ~- (,,. ~On (pj(Pl~k)} 

und 3 1 
T~ =1 /~ - { ( . . .  ~Oj~Oj@n~Ol)- (.,. ~Oj~j(Ol~On)}, 

1 
T 2 = ~ -  {( . . .  (,oj~ogq),~p,)- (... q)l(--pk(pk~pj)}, 

T3 = 2 { (  ~o~ (7. ~o~ ~7,)- (... q,o ~Tj~ok ~7,)+ (... ~0j ~7, ~o, q k ) -  (... ~o, (7j q,, ~Tk)}, 

T3,= 1 {(... q)j q, g0k (7,)+ (... (0, (Tj g0k (7,)_ (... g0j (7, g0,(T,)_ (... (0,~j(0, qk)}" 

2 Es handelt sich hier um r~iumlich ungepaarte Elektronen; im Falle eines Singuletts sind die 
beiden Spins ja abgepaart. 

a Es lassen sich zwei weitere (~oj~(p,)-angeregte Wellenfunktionen angeben, deren Matrix- 
elemente zu 1G bzw. 3G (bis auf einen Faktor) K(Ro)j, betragen, sich also mit SCF-Bedingungen nicht 
vereinfachen- lassen: 

1 2 s4 = 2 ~ {  (e'~Tj~~ 2(...%~.Co,)- (...cojCo.q~r162 + (...q~oCoje~,)-(...~o.~s~,~)}, 

T 1 4 = ~ {("" el~jek~n) -~-('" "q)j~Ok~On~Ol)}" 
14 Theoret. chim. Acta (BerI.) VN. 1I 
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Es sind die Matrixelemente von Wzwischen G und diesen Funktionen zu bilden; 
indem man nacheinander die SCF-Bedingungen ftir F D und fiir F N einsetzt, kann 
man die Ausdriicke vereinfachen. Wir werden die mit einem der beiden Operatoren 
erreichte Approximation dann als befriedigend ansehen, wenn m6glichst viele 
dieser Matrixelemente zu null werden und wenn in den nichtverschwindenden 
Elementen nur Austauschintegrale zwischen wenig tiberlappenden Orbitalen 
stehen bleiben. Elemente, die die unbesetzten Orbitale nicht enthalten, ftihren 
auch hier selbst bei groger Basis zu einer Konfigurationswechselwirkung geringer 
Dimension. Im Falle eines Singuletts findet man mit den Bedingungen (5) 

1 3 
( GI~I  S1)  = - ~ (q~k q~kl q'k ~On) + ~ (q~k q)~l qh%) , 

1 3 

(GI-~I S3) -- 0, 

mit den Bedingungen (7) fiir F ~ 

1 
(aiYf[So) = ~ (go~o~l q)kgO~), 

( G l ~ l S ~ )  = 2" (~okq)~l qhq).), 

(GI~ '~[S3)  = ] / 2  (q)jq~klq)k(Pn)"l--~(q)jq)l[q)tq)n) . 

Es zeigt sich, dab keiner der Operatoren F zu einer guten N~iherung fiihrt, sind 
doch in beiden F~illen Austauschintegrale (qh qhl qOk qh) und (Ok qhl qh q~n) zwischen 
Elektronen der offenen Schalen und virtuellen Orbitalen in zwei Matrixelementen 
unberiicksichtigt geblieben. Die Matrixelemente der Triplett-Funktionen werden 
durch  F D (5) zu 

( a l~ !  T1) 

( G  I-Pet~ 1T3) 

(GI~4~I T3, ) 
durch F N (7) zu 

(Gl~l 
(GI~I 

(GJYfl T3) 

1 1 

1 
= ~ E(~ojq,~l q~q,~)- (~o~q~l~o~q,,)-I, 

T~) = O, 

T2) ---- q- (gOi gOkl (,O k (Ok) + ((Pj ~ll ~t gOk), 

= ~o~ ~n)-- (~Oj~ I q~ ~.)], 

1 
= + ~ V(~j ~ I~ ~o.) + (~oj~o, I~ ~.)l 
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reduziert. Die meisten der hier auftretenden Integrale beschreiben die ,,Dipol- 
Dipol-Wechselwirkung" yon zwei Uberlappungsladungen. St~irker ins Gewicht 
fallen die Integrale (~o k ~okl ~o k q~j) und besonders (cpk q~kl ~ok~o,) (weil das unbesetzte 
Orbital ~o, von ~o~ r~iumlich weniger getrennt zu sein braucht als (pj; vgl. Ab- 
schnitt 2). Wie beim SCF-Problem mit ungepaarten Elektronen gleichen Spins 
ist deshalb auch bier F N fiberlegen. 

4. Ein alternatives SCF-Verfahren fiir Systeme mit offenen Elektronenschalen 

In diesem letzten Kapitel wollen wir eine yon McWeeny und Kutzelnigg [12] 
vorgeschlagene Methode zur Berechnung einer SCF-Slaterdeterminante bei 
Systemen mit ungepaarten Elektronen diskutieren und mit den bereits besproche- 
nen Verfahren vergleichen. 

Die SCF-Wellenfunktion wird nach der folgenden Vorschrift gewonnen: 
Man berechne sich zuerst zwei SMze {(~} und {gS'} von e- resp./~-Molekfilorbitalen 
mit dem unbeschriinkten Hartree-Fock-Verfahren. Diese Orbitale (Pi resp. qS} 
sind ,,nattirliche Spin-Orbitale" (NSO's, vgl. [13]). Darauf bestimme man die 
Eigenvektoren der aus der UHF-Wellenfunktion gebildeten spinfreien Dichte- 
matrix 1. Ordnung. Falls es sinnvoll ist, die Wellenfunktion des untersuchten 
Systems durch eine einzige Slaterdeterminante mit Doppelbesetzung (,,Beschr~ink- 
ter Hartree-Fock") zu approximieren, werden die Besetzungszahlen dieser 
nattirliehen Orbitale (NO's) der spinfreien UHF-Dichte nut wenig von den ganzen 
Zahlen 0, 1 oder 2 abweichen. Die gesuchte SCF-Slaterdeterminante wird deshalb 
aufgebaut aus den ungef~ihr doppelt besetzten NO's (mit e- und/%Spin) und den 
ungef~ihr einfach besetzten NO's (mit a-Spin). Die schwach besetzten NO's 
werden zu unbesetzten MO's. 

Vergleichen wir nun die in Abschnitt 2 diskutierten SCF-Methoden mit diesem 
Alternativvorschlag. Qualitativ l~igt sich sagen, da8 das Verfahren von McWeeny 
und Kutzelnigg die SCF-OS-Methoden von Roothaan und McWeeny (vgl. 
Abschnitt 1) nicht fibertreffen kann, weil jene Methoden (im Rahmen der ge- 
w~ihlten Basis) zur besten Ein-Determinanten-Wellenfunktion ffihren. Anderer- 
seits wird es im allgemeinen bessere Resultate liefern als die vereinfachten SCF- 
Operatoren F D und F N von Diercksen und Nesbet (vgl. Abschnitt 1), denn es 
besteht im wesentlichen darin, da8 man fiber den in einer UHF-Wellenfunktion 
enthaltenen Anteil von Spinpolarisation der e- und/~-Orbitale mittelt. Auch hier 
sind - wie bei allen andern Methoden auger jener von Diercksen - bei jedem 
Iterationsschritt zwei Fock-Operatoren zu bilden. Der quantitative Unterschied 
zwischen der Methode von McWeeny-Kutzelnigg und einer SCF-Rechnung mit 
dem Operator F ~  lgl3t sich durch das Studium der Matrixelemente (4) erkennen. 
Ist die SCF-OS-Slaterdeterminante aus selbstkonsistenten Eigenvektoren von 
F ~  aufgebaut, so verschwinden die Integrale (4a-c) resp. (10a-c). Berechnen 
wit nun (4) mit den SCF-MO's des erl~iuterten Alternativverfahrens. Wir wollen 
hierzu nicht q~UHv verwenden, sondern eine geniiherte Funktion q~, die man durch 
eine unitiire Transformation der/%Orbitale ~' in q~vnv, sowie durch die Annahme, 
dab die besetzten ~' nur wenig mit den unbesetzten e-Orbitalen (P fiberlappen, in 
erster st6rungstheoretischer N~iherung erhalten kann [12]. Diese N~iherung 
14" 
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reicht fiir unsere Zwecke aus, weil wir hier nur die Gr6genordnung der Matrix- 
elemente (4) absch~itzen wollen. 

= N {(q)i~oi... q)j~Ojq)k.,, q)l) -~ 2 ~i r(q) i~i  ... ~~ q)l) --  (~Di~Oi,.. q)j~jq)k .~ (~1)3 } 
dopp. bes. 
Orbitale i (11) 

(Zur Bezeichnungsweise vgl. auch Abschnitt 2. Die Orbitale ~Pi seien zu allen be- 
setzten ~ orthogonal; N--Normierungsfaktor.)  Es gilt gen~hert c~i= cpi-2i~pi, 
(o'i = q~i + 2i~i. Man kann sich q~ auch als L6sung eines Multikonfigurations- 
Hartree-Fock-Verfahrens mit optimisierten 2i und ~p~ denken. Da die spinfreie 
Dichtematrix yon q~ in der Basis der Orbitale q~ Diagonalgestalt annimmt, stellt 
das erste Glied in (11) die nach dem Vorschlag yon McWeeny und Kutzelnigg be- 
rechnete SCF-OS-Slaterdeterminante ~b ~ dar. 

Wenn der Energie-Erwartungswert yon q5 gegeniiber einer Variation der Orbitale 
cp station/ir bleiben soU, mfissen - analog (9) - die folgenden Bedingungen erfiillt 
sein (in 2 quadratische Glieder sind vernachl~issigt; in den bisher durchgeffihrten 
Rechnungen traten ffir ~2 Werte zwischen 2" 10 -3 und 10 -6 auf): 

f~, + (J(2Rc) - �89 + (J(go) - K(Ro))z n 

dopp. bes. 
Orb. i 

fj, + (J(2R~)- �89 K ( 2R~) )j 1 + J ( Re)jl 
= - 2j (K (Ro)),;A (12 a-c) 

+ Z ,~E(~ojwi[~or +-.. 
dopp. bes. 

Orb. i 

Ji, + (J(2nc) - �89 K(2Rc))j ,  + (J(Ro) - �89 K(Ro))j . = - �89 2j(K(Ro))w . + . . .  

Die erste und die dritte dieser Bedingungen beschreiben das Verhalten yon qS, 
wenn man ein in dp ~ einfach besetztes Orbital qh resp. ein doppelt besetztes 
Orbital q0j mit einem virtuellen Orbital ~0, vermischt; die zweite Bedingung be- 
schreibt das Verhalten bei Vermischen eines einfach besetzten und eines doppelt 
besetzten Orbitals. Man kann sie erhalten, wenn man in q~ z. B. q0 z durch ~o z + pq~, 
ersetzt und verlangt, dab in (~b[.3~fl~b)das zu/~ proportionale Glied verschwinde. 
Die linke, yon 2 unabhgngige seite jeder der Bedingungen (12) entspricht einem 
Integral (9), das fiir eine SCF-OS-Wellenfunktion des Roothaan-McWeeny-Typus 
verschwinden muB und das hier stattdessen einem Ausdruck in den 2 gleich ist. 
Aus (12a-c) lassen sich die Werte der Matrixelemente (4) berechnen: die drei 
Elemente (4a-c) sind gleich den entsprechenden rechten Seiten yon (12a-c). 
Der Ausdruck (4d) kann nicht dutch eine Funktion der 2 ersetzt werden. Die 
Koeffizienten 2 riihren yon der Spinpolarisation der in c~ ~ doppelt besetzten 
Orbitale her. Die nicht verschwindenden rechten Seiten yon (12) sind deshalb 
nicht nur ein MaB flit den Unterschied zwischen der Funktion 4) ~ und einer SCF- 
Slaterdeterminante yore Roothaan-Typus, sondern auch ffir die Verbesserung, die 
mit einer spin-polarisierten SCF-Funktion gegeniiber einer Roothaanschen 
SCF-OS-Wellenfunktion m6glich ist. 

Ich danke den Herren W. Kutzelnigg und R. Ahlrichs ffir interessante Diskussionen; dem 
Schweizerischen Nationalfonds zur F6rderung derWissenschaften schulde ich Dank ffir ein Sfipendium, 
womit mein Forschungsaufenthalt in G6tfingen erm6glicht wurde. 
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Anhang: Numerischer Vergleich der Methoden 

Um die verschiedenen in dieser Arbeit besprochenen SCF-OS-Verfahren 
miteinander vergleichen zu k6nnen, haben wir mit den Methoden von Diercksen, 
Nesbet, Roothaan-McWeeny und Kutzelnigg, sowie mit UHF den (ls) 2 (2s)- 
Grundzustand des Li-Atoms berechnet. In st6rungstheoretischer N~iherung er- 
mittelten wir fiberdies den Energieerwartungswert der Standardfunktion 7 s 
(vgl. Abschnitt 2). Als Basis w~ihlten wir die aus 6 Slaterfunktionen aufgebaute 
Basis von Roothaan et al. [9]. 

In Tabelle 1 sind die Energieerwartungswerte dieser Funktionen angegeben 
und - ffir die Methoden von Diercksen, Nesbet und McWeeny-Kutzelnigg - 
auch die l~berlappungen S~s und S2s der ls resp. 2s-Orbitale mit den entsprechen- 
den Orbitalen der Roothaan-L6sung. Wir geben hierbei die Energien wie Roothaan 
et  al. I-9] auf 7 Stellen genau an, obwohl die letzten Ziffern h6chstens noch ftir die 
relativen Unterschiede von Bedeutung sind. Diese Resultate best~itigen sehr sch6n 
die in der vorliegenden Arbeit angestellten Oberlegungen. Im VerhNtnis von 
erreichter Approximation und Arbeitsaufwand schneidet wohl die Nesbet- 
Methode am besten ab. 

In Tabelle 2 sind die verschiedenen is- und 2s-Orbitale zusammengestellt. 

Tabelle l. Li-Atom. Energieerwartungswerte und Uberlappungen m# der SCF-OS-L6sung fiir die ver- 
schiedenen Methoden 

Methode ( E )  a . u .  Sis S2s 

Diercksen - 7,430666 1,000000 
Nesbet - 7,432700 0,999998 
McWeeny-Kutzelnigg -7,432721 1,000000 
Roothaan-McWeeny - 7,432722 
UHF - 7,432744 

(Standardfunktion) - 7,432787 

0,995649 
0,999999 
1,000000 

Tabelle 2. ls- und 2s-OrbitaIe yon Li 

Roothaan- Diercksen Nesbet 

McWeeny 

McWeeny- UHF 

Kutzelnigg cc 

ls 

2s 

4,40 0 0,128169 0,128234 0,127855 0,128156 0,128281 
1 -0,012275 -0,012255 -0,011894 -0,012281 -0,011471 

2,40 0 0,926908 0,927179 0,929693 0,926910 0,929481 
1 --0,037651 -0,037648 --0,041069 -0,037672 -0,041759 

0,67 0 0,005692 0,005248 0,005892 0,005675 0,005848 
1 -0,002035 -0,002480 -0,002786 -0,001815 --0,002764 

4,40 0 0,061628 -0,183073 0,061352 0,061908 0,061695 
1 0,017507 -0,102408 0,017455 0,017645 0,017664 

2,40 0 0,039733 0,544390 0,038681 0,039636 0,038089 
1 0,101098 -0,372037 0,100968 0,101500 0,101570 

0,67 0 0,010105 0,572161 0,010659 0,009011 0,009001 
1 - 1,043535 -1,415299 - 1,043948 -1,042730 - 1,042727 

0,128133 
-0,013062 

0,924399 
-0,033415 

0,005517 
-0,002602 
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