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Comparison of Several Simplified Methods for the Solution of Open-Shell SCF-Problems

The SCF-OS-method proposed by Diercksen [1] for systems with nonpaired electrons is compared
with the methods of Nesbet [5], Roothaan [2] and with a unpublished method of McWeeny-Kutzel-
nigg. The matrix elements to “simply excited”” functions serve to determine the degree of approximation
to a standard function which we construct by CI with all the simply excited Slater determinants. The
case of systems with two non paired electrons of opposed spin is briefly treated.

Die von Diercksen [1] vorgeschlagene SCF-OS-Methode fiir Systeme mit ungepaarten Elektronen
wird mit den Methoden von Nesbet [ 5], Roothaan [2] und mit einer bisher unveroffentlichten Methode
von McWeeny-Kutzelnigg verglichen. Die Matrixelemente zu ,.einfach angeregten” Funktionen
dienen hierbei dazu, den Grad der Approximation an eine durch CI mit allen einfach angeregten
Slaterdeterminanten gewonnene Standardfunktion zu bestimmen. Auch der Fall von Systemen mit
2 ungepaarten Elektronen entgegengesetzten Spins wird kurz behandelt.

La méthode SCF-OS proposée par Diercksen [1] pour traiter les systémes & couches ouvertes est
comparée avec les méthodes de Nesbet [5], de Roothaan [2] et avec une méthode non publiée de
McWeeny-Kutzelnigg. Les éléments de matrice aux fonctions «simplement excitées» servent a
determiner le degré d’approximation vers une fonction standard qu’on obtient en effectuant FIC avec
tous les déterminants de Slater simplement excités. Le cas de systemes & deux electrons non couplés
avec les spins opposés est briévement traité.

1. Einleitung

Mit dem Ziel, die bekannten Verfahren zur Losung des “self-consistent-field”-
Problems fiir Systeme mit ungepaarten Elektronen durch eine einfachere, wenn
auch nur ndherungsweise richtige Methode zu ersetzen, hat Diercksen [1] kiirzlich
vorgeschlagen, anstelle des iiblicherweise bei Problemen mit offenen Schalen ver-
wendeten Fockoperators F%5, wie ihn Roothaan und McWeeny angegeben
haben [2, 3],

FO =3[ ~R)h(1—R)+(1=R)hy(1 =R+ (R.+R,) 2h.—h,) (R, +R)] (1)
(In der Schreibweise von McWeeny: R, und R, sind die Dichtematrizen, h, und h,

die SCF-Operatoren fiir die abgeschlossenen resp. offenen Schalen, wobei in h,
iiber die Spins gemittelt wurde (vgl. unten)

h.=f+J@2R)-3K(2R)+J(R) - 1K(R,)
ha = f + J(ch) - %K(ZRC) + J(Ro) - K(Ro)
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mit f als Einteilchenoperatoren, J und K als Coulomb- und Austauschpotentiale)
den vereinfachten Operator F?

FP=h (2a)
zu beniitzen. Die Orbitale der offenen Schalen werden mathematisch also be-
handelt, als wiren sie von zwei Fermionen mit Spin s=% und je der halben
Elektronenladung besetzt, so daB der Wechselwirkungsoperator dieselbe Gestalt
annimmt wie bei Elektronen in abgeschlossenen Schalen. Mit diesem geniherten
Operator F? haben bereits 1955 Longuet-Higgins und Pople [4] in SCF-Rech-
nungen {iber aromatische Radikale und lonen gearbeitet. Aus demselben Jahr
stammt der Vorschlag von Nesbet [5], zur Berechnung von SCF-Orbitalen von
Systemen mit offenen Schalen den Operator F¥

F¥=h (2b)

zu verwenden. (Die Arbeiten von Roothaan [2], McWeeny [3] und von Lefebvre
[6] sind erst spéter erschienen; bekannt war erst die sog. ,,Spin-polarisierte
HF-Methode® von Pople und Nesbet [ 7] und von Berthier [8]). '

Die Operatoren F? und FY sind numerisch und algebraisch wesentlich ein-
facher zu handhaben als F?. Vor allem F? erlaubt, bei lange dauernden Maschi-
nenrechnungen Zeit zu sparen, weil wegen derselben Struktur der von den
abgeschlossenen und offenen Schalen herrithrenden Teile des Operators bei
jedem Iterationsschritt aus den Dichtematrizen R, und R, nur ein neuer SCF-
Operator gebildet werden muf und nicht — wie bei F¥ und F? — deren zwei.

Eine solche Vereinfachung wird natiirlich erkauft mit Ungenauigkeiten in
den Resultaten. Aus den SCF-Rechnungen von Roothaan, Sachs und Weiss [9]
iiber den Grundzustand des Heliums 148t sich das Ergebnis einer Berechnung des
H-Atoms, des cinfachsten Systems mit ungepaarten Elektronen also, mit dem
SCF-Operator FP erschliefen’; die Rechnung ergibt eine Bindungsenergie von
0,4859 a.u. Die Operatoren F" und F?® fithrten zur korrekten Energie von 0,5 a. u.
Wer mit dem SCF-Operator F” arbeitet, nimmt also bereits beim H-Atom einen
Fehler von 0,383 eV oder etwa 9kcal/Mol in Kauf; bei Systemen mit mehreren
ungepaarten Elektronen finde man noch groBere Abweichungen.

Die Ursache dieser Ungenauigkeit wird durch die folgende Analyse rasch
klar. In einer ,,Spin-polarisierten” — oder ,,unbeschrinkten” (“unrestricted”) —
Hartree-Fock-Methode (UHF) miite man zur Berechnung der Orbitale auf die
a-Blektronen der abgeschlossenen und der offenen Schalen den Operator
he=h,— SK(R,)=h, wirken lassen (es ist vorausgesetzt, da3 alle ungepaarten
Elektronen o-Spin haben); auf die p-Elektronen der abgeschlossenen Schalen
wirkt k¥ =h,+ 1K (R,). In F5 wird — unter Vernachlissigung der Spin-Polari-
sationseffekte — der aus h?* und h? gemittelte Operator h, verwendet. F¥ beschreibt
die a-Flektronen richtig mit k,, 145t aber beim Berechnen von §-Orbitalen das
Potential k¥ — FN¥ = + K(R,) auBer acht; in F? fehlen im Vergleich mit 4f und ,
die auf «-Elektronen wirkenden Austauschoperatoren —3K(R,) sowie die
Differenz h? — FP = + 1K (R,) zur Berechnung der B-Orbitale. Alle diese Ver-
nachlissigungen wiegen nicht schwer, solange man nur Austauschintegrale
zwischen inneren (abgeschlossenen) und duBeren (offenen) Schalen wegldBt, da

! Indem man aus den Werten E=2fy, +J;1 und ¢=fy, + Jy; die Differenz f,, =1,9437 a.u.
ausrechnet und diese anschlieBend wegen der kleineren Kernladung des Protons durch 4 teilt.

c

[
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man annehmen darf, dal wegen der rdumlichen Trennung von inneren und
duBeren Orbitalen ein Elektronenaustausch kaum statifindet. Es ist deshalb zu
erwarten, dall F?5 und auch F¥ sich wesentlich besser zu SCF-Operatoren fiir
Systeme mit ungepaarten Elektronen eignen als FP, denn nur in F” werden
Matrixelemente des Austauschpotentials —4 K(R,) zwischen Orbitalen der offenen
Schalen vernachlissigt; mit F°5 und FY werden die Wellenfunktionen der offenen
Schalen mit dem korrekten Operator h, berechnet. Bereits das erwidhnte Beispiel
des Wasserstoff-Atoms zeigt die Schwichen des von Diercksen empfohlenen
SCF-Operators F”.

Wir wollen im nichsten Abschnitt die SCF-Operatoren F?, F¥ und F° mit-
einander vergleichen, indem wir nachpriifen, inwieweit sie zu Wellenfunktionen
filhren, die das Theorem von Brillouin [10] erfiillen; das Brillouin-Theorem
dient uns als Kriterium fiir die Approximation einer SCF-Wellenfunktion an
eine Standardfunktion ¥ (s. unten), deren #~Matrixelemente zu jeder ,einfach
angeregten” Slaterdeterminante bei Selbstkonsistenz verschwinden. Wir begeben
uns hierbei in die Ndhe der Arbeiten von Lefebvre [6]. In Abschnitt 3 gehen wir
auf das von Diercksen behandelte Problem zweier ungepaarter Elektronen mit
entgegengesetztem Spin ein; in Abschnitt 4 besprechen wir einen von McWeeny
und Kutzelnigg [12] stammenden Alternativvorschlag zur Berechnung einer
SCF-OS-Wellenfunktion.

Wir gehen in dieser Arbeit nur auf den Spezialfall der ,,Spin-offenen® Schalen
ein und verzichten auf eine Verallgemeinerung fiir die beziiglich einer Raum-
symmetrie nicht abgeschlossenen Elektronenschalen.

2. Die Self-consistent-field-Methoden fiir Systeme mit ungepaarten Elektronen
gleichen Spins

Sei gegeben ein orthonormierter Satz {¢} von Orbitalen. Die Determinante G

G=(9;p; ... @jaj¢k @)
beschreibt den Grundzustand eines Systems mit ungepaarten Elektronen gleichen
(a-) Spins. (Die im Grundzustand doppelt besetzten Orbitale sind mit den
Indizes i, j, die einfach besetzten mit k, [ und die unbesetzten Orbitale mit m, n
bezeichnet; der Querstrich bedeutet die Spinfunktion f). Die Zahl der ungepaarten

Elektronen sei p. G ist Eigenfunktion von §% zum Eigenwert S(§ +1) = % (—121 +1
und von S, zum Eigenwert %

Es sind vier Typen A4, B, C und D von gegeniiber G elektronisch cinfach
angeregten Slaterdeterminanten denkbar, die zum sclben Eigenwert p/2 von S,
gehoren. Die Funktionen 4 und B

A=(0;P; ... 00,01 --- @)
B = (¢;p; ... O PPy - .- @)

(in A ist das Elektron ¢, durch ¢,, ersetzt; B entsteht durch die Anregung @;— @)
sind gleichzeitig Eigenfunktionen von §? zur selben Quantenzahl p/2, denn sie
enthalten gleichviel doppelt besetzte und einfach besetzte Orbitale wie G. Aus den
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Determinanten C und D
C=(0;0;... 0;0ux ... @),
D =(¢;0; ... 0u®ix --- @)

kann man die zwei orthonormierten Linearkombinationen ¢, und ¢,

$1=1/)/2[C+D],
¢,=1/)/2[C-D]
bilden. ¢, ist Eigenfunktion von §? zur Quantenzahl p/2, denn die Raumorbitale

¢; und ¢,, bilden ein Singulett; durch Wegprojizieren des unerwiinschten Anteils
kann man auch aus ¢, eine Funktion ?*V¢, der Multiplizitit (p + 1) gewinnen.

p — — _ _
@, = ) {((piwi-.-qoj%cvk---<pz)—(<pi<pi---¢m¢j<pk---¢z)

2L _
~ S, LOGi 0 D <pz<pm)}-

Wir werden die mit den Operatoren F?, F¥ und F° gewonnenen SCF-OS-
Slaterdeterminanten im folgenden mit einer ,,Standardfunktion ¥ vergleichen.
¥ sei eine ,,beste Funktion®“, die sich durch Konfigurationswechselwirkung mit
den A4, B, ¢; und ?*V¢, nicht mehr verbessern 14Bt. ¥ ist die Losung eines
Multikonfigurations-SCF-Verfahrens fiir eine Linearkombination von G und
allen Funktionen 4, B, ¢, und **V¢,. Wie man spiter sehen wird, 146t sich ¥
gendhert auch mit Stérungstheorie aus der Roothaanschen SCF-Wellenfunktion
und den angeregten Funktionen vom Typ ®*Y¢, berechnen. Diese Standard-
funktion unterscheidet sich von der Losung ¢VHF einer ,,unbeschrinkten Hartree-
Fock“(UHF)-Rechnung hauptsichlich dadurch, daB ¥ Eigenfunktion von S? ist.

Die Matrixelemente des (spinfreien) Hamiltonoperators # zwischen G und
den einfach angeregten Funktionen lauten

(GIANAD = fin+(J(2R) —(1/DK 2R, + (J(R,) = KR D »
(G|#|B> = f+(J(2R) — (1/K2R)); + TR (4ad)
(GI#\d1> =120 fin+ T (2R) — (1/K Q2R+ (TR~ (1/DK(R,));]

p+2

<G|%l(p+1)¢2> = _(K(Ro))jn’ 2

[mit den iiblichen Abkirzungen f,,=<¢,H|p,> = Matrixelement des Ein-
elektronenoperators;

uwm=2@ﬂmﬁ)

t

%@m@

amm@ mmm=z<,

t

als Matrixelemente des Coulomb- resp. Austauschoperators — die Summe er-
streckt sich iiber alle Orbitale ¢,, die zur Dichte R beitragen, iiber die doppelt
besetzten fiir R, also und iiber die einfach besetzten Orbitale fiir R,].

Wir wollen nun untersuchen, welchen Wert diese Matrixelemente (4) zu elek-
tronisch einfach angeregten Wellenfunktionen annehmen, wenn wir voraussetzen,
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die Orbitale ¢ seien selbstkonsistente Eigenfunktionen eines der SCF-Operatoren
FP FN oder FYS,

Weil sich ein SCF-Operator F in der Basis seiner Eigenfunktionen y auf Dia-
gonalform reduziert, kénnen wir als SCF-Bedingungen fiir die Orbitale v die
Gleichungen

{p, |Fly,y =0  (fiir alle Paare r # s)

angeben (vgl. auch [6]). Es sind drei Fille einer Anregung ¢,— ¢, (einfach be-
setzt — unbesetzt), ¢;— ¢, (doppelt besetzt — einfach besetzt) und ¢;— ¢, (doppelt
besetzt — unbesetzt) zu untérscheiden.

Setzen wir also voraus, die ¢ seien Eigenfunktionen von FP, so lauten die
SCF-Bedingungen in allen drei Fallen

<(Pr [FDI (Ps> = frs + (J(2Rc) - %K(ZRC))I‘S + (J(Ro) - %K(Ro))rs =0 » (7' # S) . (5)
Mit diesen Bedingungen vereinfachen sich die Matrixelemente (4) zu
(GIA#|AY = —(1/2) (KR ),

(GI#|BY = +(1/2) (KR ),
(GI#] > =0, (6a-d)

(GIH) P Ig,5 = — (KR ]/ —’%2—

Wiren andererseits die Orbitale ¢ Eigenfunktionen des Operators FV, so hieBen
die SCF-Bedingungen

<(Pr|FNI (Ps> = frs + (J(ZRC) - (1/2) K(2Rc))rs + (J(Ro) - K(Rn))rs =0 3 (r # S) . (7)
In diesem Falle erhielte man fiir die Matrixelemente (4) von #

(G|#|A4>=0,
(G|#|B) =+ (K(R,);,

@#19> V2 (KR, a0
pt+ = — . fi‘z_
R

Auch fiir Eigenfunktionen des Operators F©5 schlieBlich kann man unschwer
SCF-Bedingungen angeben, wenn man bedenkt, daB3 die in Formel (1) auftreten-
den Dichtematrizen in der Basis der Eigenfunktionen ¢ eine sehr einfache Gestalt
annehmen, weil alle auBerdiagonalen Elemente verschwinden und in der Diago-
nalen selbst nur die Werte 1 oder 0 vorkommen; es lassen sich somit die Elemente
von F95 sofort hinschreiben. Man findet drei verschiedene Bedingungen, ent-
sprechend den oben erwidhnten drei Anregungstypen.

(@l F*1@,> = (/D [fin+ (J2R) 1/ 2KQR) + (J(R) ~ K(R))] = 0
(@i IF% @y = 1/ [f+ T (2R) — 12K 2R )+ (J(R )] =0 [9a—]
L@ IF 19,0 = (/D [ 15+ (J(2R) — 1/2K (2R )+ (J(R) — (1/2) K(R,));] = 0.
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(Man beachte die Bedeutung der Indizes j, [, n.) Die Matrixelemente vereinfachen
sich dadurch zu

(GI#| Ay =0,

(G| #|By =0,

(Gl#] sy =0, (10a-d)
<G|=%ﬁl(p+1)¢2> = (K(Ro))jn ’ %2- .

Vergleichen wir nun die Operatoren FP, FY und F5. Bei allen drei Operatoren
behilt das Element{G|#|?*P¢,> einen von null verschiedenen Wert. Das
Auftreten dieses Elementes ist eine Folge der Einschrankung, daB G eine Ein-
Determinanten-Wellenfunktion ist, deren a- und f-Orbitale — im Gegensatz zu
einer UHF-Funktion — durch einen einzigen Satz von orthonormierten Ein-
Elektronen-Funktionen beschrieben werden.

Sowohl mit F? wie mit F¥ lassen sich die Ergebnisse einer SCF-Rechnung mit
dem Operator F° approximieren. Die Rechnung mit F” entspricht bei Selbst-
konsistenz einer Konfigurationswechselwirkung mit allen einfach angeregten
Funktionen vom Typ ¢,, es fehlt jedoch die Wechselwirkung mit den Deter-
minanten vom Typ 4 und B. In F¥ sind umgekehrt die Funktionen B und ¢,
nicht beriicksichtigt, wihrend die Konfigurationswechselwirkung mit Slater-
determinanten vom Typ A darin enthalten ist.

Durch Konfigurationswechselwirkung mit den noch nicht berticksichtigten
Slaterdeterminanten kann man die SCF-Wellenfunktionen der Operatoren FP
und F¥ weiter verbessern. Am einfachsten durchzufiihren ist hierbei die Wechsel-
wirkung mit den Funktionen vom Typ B, weil es deren nur eine beschriankte An-
zahl — das Produkt der Zahl doppelt besetzter und der Zahl einfach besetzter
Orbitale — gibt. Angeregte Funktionen vom Typ 4 und ¢, gibt es jedoch wenigstens
in der Grenze einer unendlichen Orbitalbasis, beliebig viele, so dall es praktisch
nicht mdglich ist, eine vollstindige Konfigurationswechselwirkung durchzu-
fithren. Alle nicht verschwindenden Matrixelemente in (6} und (8) sind Summen
von Austauschintegralen des Operators K(R,). Die dem Betrage nach kieinsten
dieser Elemente werden i. a. die Integrale (K(R,));, sein, weil sie die ,, Dipol-Dipol*-
Austauschwechselwirkung von zwei verschiedenen Uberlappungsiadungen ortho-
gonaler Funktionen beschreiben, wihrend sowohl (K(R,)); wie auch (K(R,)),
cin Integral (p,¢,1¢,9,) resp. (¢,¢;@,¢,) der Wechselwirkung von |¢,|* mit der
Dipol-Ladungsverteilung ¢, ¢; resp. ¢, ¢, enthalten. Ferner kann man vermuten,
daB (K(R,)); weniger ins Gewicht fallt als (K(R,)),, da das doppelt besetzte
Orbital ¢; von ¢, wegen der Coulomb-Wechselwirkung rdumlich stirker getrennt
sein wird als ein unbesetztes Orbital ¢,, das zu ¢, lediglich orthogonal zu sein
braucht. Es ist deshalb zu erwarten, daB FV den Operator F°S im allgemeinen
besser approximiert als F°. Ein numerischer Vergleich der besprochenen SCF-OS-
Methoden findet sich im Anhang.

3. Systeme mit zwei ungepaarten Elektronen entgegengesetzten Spins

Diercksen hat sein Verfahren, mit einem vereinfachten SCF-Operator F die
SCF-Molekiilfunktionen niherungsweise zu bestimmen, auch auf Singulett- und
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Triplett-Wellenfunktionen von Systemen mit zwei ungepaarten Elektronen ent-
gegengesetzten Spins ausgedehnt ®. Sowohl fiir die doppelt besetzten wie auch fiir
die einfach besetzten Orbitale der als Summe bzw. Differenz von zwei Slater-
determinanten angesetzten Wellenfunktionen werden — analog zum Fall von un-
gepaarten Elektronen gleichen Spins — die selbstkonsistenten Eigenfunktionen
von F = F? verwendet [vgl. (2)], zur Dichte R, tragen die beiden einfach besetzten
Orbitale ¢, und ¢, bei.

Wir wollen hier dhnlich wie in Abschnitt 2 die Operatoren F? und FY mit-
einander vergleichen, indem wir untersuchen, wie weitgehend diese Singulett-
und Triplett-SCF-Wellenfunktionen G

1

6= 5 (- D) E - 0 B0,
durch Konfigurationswechselwirkung mit einfach angeregten Slaterdeterminanten
verbessert werden konnen. Da sich G aus zwei Determinanten zusammensetzt, ist
das Brillouin-Theorem in seiner urspriinglichen Form nicht giiltig (vgl. [117).
Wir betrachten deshalb die Konfigurationswechselwirkung mit allen aus den
selben Orbitalen {p} aufgebauten Funktionen richtiger Multiplizitit, deren
Matrixelement zu G — wie jene zwischen zwei sich nur in einem Spinorbital unter-
scheidenden Slaterdeterminanten — von den Einteilchen- und Zweiteilchen-
Operatoren abhingen. Es gibt fiir den Fall des Singuletts und des Tripletts je vier
unabhingige Typen solcher Funktionen:

So= (... ©;0;0,0)
1 - - -~
Sy = _ﬁ {(..- 0;0,0,0) + (... 0;0;0,8,)},

1 _ — — _
$,= W (. 0;0,0. )+ (... 0,5, 0,7))}

Ss= - {0 OBRBI+ (- DTOBI+ (- 005+ (. 0,507}
nd Ty= g (- 070,50~ - 0,701
n= g (0508~ (- o)
Ty = (- 0,5,0:5) ~ (- 05,050 + (- 0,305~ (. 0,7,0,50),

1 o — — —
Ty = 5 {(-.. 0;8,0,0)+ (... OGPk ®) — (- 0,8, 0,00 — (... PP DR}
% Es handelt sich hier um rdumlich ungepaarte Elektronen; im Falle eines Singuletts sind die
beiden Spins ja abgepaart.

3 Es lassen sich zwei weitere (¢, ¢,)-angeregte Wellenfunktionen angeben, deren Matrix-
elemente zu 'G bzw. °G (bis auf einen Faktor) K(R,),, betragen, sich also mit SCF-Bedingungen nicht
vereinfachen lassen:

1 - o _ _ o o
Sa= ﬁ&(- 001 — 20,00, P) ~ (. @B, P) (. 0801 + (... 0, P08 — (....0. 80,5} »

1 o _
T, =—ﬁ{(---<oz<o,-<pk¢n)+(-~<o,-<pk<o,,¢1)} .

14 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 11
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Es sind die Matrixelemente von 2 zwischen G und diesen Funktionen zu bilden;
indem man nacheinander die SCF-Bedingungen fiir F” und fiir F¥ einsetzt, kann
man die Ausdriicke vereinfachen. Wir werden die mit einem der beiden Operatoren
erreichte Approximation dann als befriedigend ansehen, wenn moglichst viele
dieser Matrixelemente zu null werden und wenn in den nichtverschwindenden
Elementen nur Austauschintegrale zwischen wenig iiberlappenden Orbitalen
stehen bleiben. Elemente, die die unbesetzten Orbitale nicht enthalten, fithren
auch hier selbst bei groBer Basis zu einer Konfigurationswechselwirkung geringer
Dimension. Im Falle eines Singuletts findet man mit den Bedingungen (5)

1 1 1
G| #|Sy) = ﬁ [7 (@101 QP — “—2‘((Pk<Pk|‘Pk(Pz):I >

1 3
{G|IH#|S,) =~ 7(¢k¢kl¢k¢n)+ 7((Pkfpz|¢t‘l’n),
, 1 3
(G|H|S,) =+ o (@j(Pk!(Pk‘Pk)“ 7((P1(P1|(P1(Pk),
G| H#1|83) =0,
mit den Bedingungen (7) fiir F¥
1

G|IH#|Sy) = Vi (0191l Qe ),

CGIAIS ) = 2 (0 @i 010)
(G180 = + (004l 1 01) — (0,011 0, 08)

1
(G|H|S;3) = lﬁli_;—((pj(Pk‘ngan)—i— _2'((pj(pl|(pl¢n):l'

Es zeigt sich, daB} keiner der Operatoren F zu einer guten Niherung fithrt, sind
doch in beiden Fillen Austauschintegrale (@, ;| @, @) und (¢, ;| @,¢,) zwischen
Elektronen der offenen Schalen und virtuellen Orbitalen in zwei Matrixelementen
unberlicksichtigt geblieben. Die Matrixelemente der Triplett-Funktionen werden
durch F? (5) zu

1 1
(GIA|T> = *[?((Pk(M(Pz(DnH‘ E(@k@kl(pk(pn)} )

i 1
(GIA|T) =+ 7((ijpk|(/’k(l’k)+ _2‘((Pj(P11(P1¢k)a

GIFITs) = 17 10,0 0,00~ 0,011 010)]

(GIA|T5) =0,
darch FY (7) zu
GIAIT> =0,

(GIAT,) = +((Pj(Pk|§0k(Pk)+(€9j‘Pll(Dz(Pk) s
G Ts) = 175 0,01 010 = (0011010,

G Ty = + 775 (001l 00+ (0301 000)



SCF-Problem mit ungepaarten Elektronen 201

reduziert. Die meisten der hier auftretenden Integrale beschreiben die .,,Dipol-
Dipol-Wechselwirkung® von zwei Uberlappungsladungen. Stirker ins Gewicht
fallen die Integrale (¢, ¢,| @, ;) und besonders (o, ¢, | @, @,) (weil das unbesetzte
Orbital ¢, von ¢, rdumlich weniger getrennt zu sein braucht als ¢;; vgl. Ab-
schnitt 2). Wie beim SCF-Problem mit ungepaarten Elektronen gleichen Spins
ist deshalb auch hier FY iiberlegen.

4. Ein alternatives SCF-Verfahren fiir Systeme mit offenen Elektronenschalen

In diesem letzten Kapitel wollen wir eine von McWeeny und Kutzelnigg [12]
vorgeschlagene Methode zur Berechnung einer SCF-Slaterdeterminante bei
Systemen mit ungepaarten Elektronen diskutieren und mit den bereits besproche-
nen Verfahren vergleichen.

Die SCF-Wellenfunktion wird nach der folgenden Vorschrift gewonnen:
Man berechne sich zuerst zwei Sitze {¢} und {@'} von a- resp. f-Molekiilorbitalen
mit dem unbeschrinkten Hartree-Fock-Verfahren. Diese Orbitale @; resp. @
sind ,,natlirliche Spin-Orbitale” (NSO’s, vgl. [13]). Darauf bestimme man die
Eigenvektoren der aus der UHF-Wellenfunktion gebildeten spinfreien Dichte-
matrix 1. Ordnung. Falls es sinnvoll ist, die Wellenfunktion des untersuchten
Systems durch eine einzige Slaterdeterminante mit Doppelbesetzung (,,Beschrink-
ter Hartree-Fock™) zu approximieren, werden die Besetzungszahlen dieser
natiirlichen Orbitale (NO’s) der spinfreien UHF-Dichte nur wenig von den ganzen
Zahlen 0, 1 oder 2 abweichen. Die gesuchte SCF-Slaterdeterminante wird deshalb
aufgebaut aus den ungefahr doppelt besetzten NO’s (mit «- und S-Spin) und den
ungefdhr einfach besetzten NO’s (mit «-Spin). Die schwach besetzten NO’s
werden zu unbesetzten MO'’s.

Vergleichen wir nun die in Abschnitt 2 diskutierten SCF-Methoden mit diesem
Alternativvorschlag. Qualitativ 148t sich sagen, daB das Verfahren von McWeeny
und Kutzelnigg die SCF-OS-Methoden von Roothaan und McWeeny (vgl.
Abschnitt 1) nicht iibertreffen kann, weil jene Methoden (im Rahmen der ge-
wihlten Basis) zur besten Ein-Determinanten-Wellenfunktion fithren. Anderer-
seits wird es im allgemeinen bessere Resultate liefern als die vereinfachten SCF-
Operatoren FP und F" von Diercksen und Nesbet (vgl. Abschnitt 1), denn es
besteht im wesentlichen darin, daB man iiber den in einer UHF-Wellenfunktion
enthaltenen Anteil von Spinpolarisation der «- und p-Orbitale mittelt. Auch hier
sind — wie bei allen andern Methoden auBler jener von Diercksen — bei jedem
Iterationsschritt zwei Fock-Operatoren zu bilden. Der quantitative Unterschied
zwischen der Methode von McWeeny-Kutzelnigg und einer SCF-Rechnung mit
dem Operator F°5 146t sich durch das Studium der Matrixelemente (4) erkennen.
Ist die SCF-OS-Slaterdeterminante aus selbstkonsistenten Eigenvektoren von
F95 aufgebaut, so verschwinden die Integrale (4a—c) resp. (10a—c). Berechnen
wir nun (4) mit den SCF-MOQ’s des erlauterten Alternativverfahrens. Wir wollen
hierzu nicht $VMF verwenden, sondern eine geniherte Funktion ¢, die man durch
eine unitire Transformation der -Orbitale ¢’ in ¢VMF, sowie durch die Annahme,
daB die besetzten ¢’ nur wenig mit den unbesetzten a-Orbitalen ¢ iiberlappen, in
erster stérungstheoretischer Niherung erhalten kann [12]. Diese Niherung

14%
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reicht fiir unsere Zwecke aus, weil wir hier nur die GroBenordnung der Matrix-
elemente (4) abschitzen wollen.
¢:N{((Pi¢i-"q’jajq)k“-(Pl)"' Z /q'i[(q)iwi-n(ij_o.j(Pk---(Pl)_(U)iai“-(l)jaj(pk"'(/’l)]}
PR (11)
(Zur Bezeichnungsweise vgl. auch Abschnitt 2. Die Orbitale v, seien zu allen be-
setzten ¢ orthogonal; N = Normierungsfaktor.) Es gilt gendhert @,= @, — A;p;,
@;=@;+ A;1p;. Man kann sich ¢ auch als Losung eines Multikonfigurations-
Hartree-Fock-Verfahrens mit optimisierten 1; und v, denken. Da die spinfreie
Dichtematrix von ¢ in der Basis der Orbitale ¢ Diagonalgestalt annimmt, stellt
das erste Glied in (11) die nach dem Vorschlag von McWeeny und Kutzelnigg be-
rechnete SCF-OS-Slaterdeterminante ¢°% dar.

% = (0:p; ... PiPiPi - P
Wenn der Energie-Erwartungswert von ¢ gegeniiber einer Variation der Orbitale
¢ stationdr bleiben soll, miissen — analog (9) — die folgenden Bedingungen erfiillt
sein (in A quadratische Glieder sind vernachlissigt; in den bisher durchgefiihrten
Rechnungen traten fiir A* Werte zwischen 2-1073 und 1076 auf):
St VQR)—ZK2R),y+ (J(R) = K(R,))s
== Y Al@wil o)+ (@.0:lp:0)] + -
e
fu+(JQR)— KRR+ J(R,);
== L;{(K(R,))y,1
+ ) Alewilee)+ @elwie)] + -

dopp. bes.
Orb. i

fjn + ('](2Rc) - —%K(ZRC))]H + ('](Ra) - %K(Ro))jn = %2“] (K(Ro))\pjn +oe

Die erste und die dritte dieser Bedingungen beschreiben das Verhalten von ¢,
wenn man ein in ¢%5 einfach besetztes Orbital ¢, resp. ein doppelt besetztes
Orbital ¢; mit einem virtuellen Orbital ¢, vermischt; die zweite Bedingung be-
schreibt das Verhalten bei Vermischen eines einfach besetzten und eines doppelt
besetzten Orbitals. Man kann sie erhalten, wenn man in ¢ z. B. @, durch ¢, + uo,
ersetzt und verlangt, dafl in {¢|#|¢p) das zu u proportionale Glied verschwinde.
Die linke, von 4 unabhingige Seite jeder der Bedingungen (12) entspricht einem
Integral (9), das fiir eine SCF-OS-Wellenfunktion des Roothaan-McWeeny-Typus
verschwinden mul und das hier stattdessen einem Ausdruck in den /A gleich ist.
Aus (12a-—c) lassen sich die Werte der Matrixelemente (4) berechnen: die drei
Elemente (4a—c) sind gleich den entsprechenden rechten Seiten von (12a—c).
Der Ausdruck (4d) kann nicht durch eine Funktion der A ersetzt werden. Die
Koeffizienten A rithren von der Spinpolarisation der in ¢°5 doppelt besetzten
Orbitale her. Die nicht verschwindenden rechten Seiten von (12) sind deshalb
nicht nur ein MaB fiir den Unterschied zwischen der Funktion ¢°% und einer SCF-
Slaterdeterminante vom Roothaan-Typus, sondern auch fiir die Verbesserung, die
mit einer spin-polarisierten SCF-Funktion gegeniiber einer Roothaanschen
SCF-OS-Wellenfunktion méglich ist.

Ich danke den Herren W. Kuizelnigg und R. Ahlrichs fiir interessante Diskussionen; dem
Schweizerischen Nationalfonds zur Férderung der Wissenschaften schuldeich Dank fiir ein Stipendium,
womit mein Forschungsaufenthalt in Gottingen ermdglicht wurde.

(12a—c)
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Anhang: Numerischer Vergleich der Methoden

Um die verschiedenen in dieser Arbeit besprochenen SCF-OS-Verfahren
miteinander vergleichen zu kénnen, haben wir mit den Methoden von Diercksen,
Nesbet, Roothaan-McWeeny und Kutzelnigg, sowie mit UHF den (1s)* (2s)-
Grundzustand des Li-Atoms berechnet. In storungstheoretischer Niherung er-
mittelten wir iiberdies den Energieerwartungswert der Standardfunktion ¥
(vgl. Abschnitt 2). Als Basis wihlten wir die aus 6 Slaterfunktionen aufgebaute
Basis von Roothaan et al. [9].

In Tabelle 1 sind die Energieerwartungswerte dieser Funktionen angegeben
und — fir die Methoden von Diercksen, Nesbet und McWeeny-Kutzelnigg -
auch die Uberlappungen S, und S,; der 1s resp. 2s-Orbitale mit den entsprechen-
den Orbitalen der Roothaan-L&sung. Wir geben hierbei die Energien wie Roothaan
et al. [9] auf 7 Stellen genau an, obwohl die letzten Ziffern hdchstens noch fiir die
relativen Unterschiede von Bedeutung sind. Diese Resultate bestitigen sehr schon
die in der vorliegenden Arbeit angestellten Uberlegungen. Im Verhiltnis von
erreichter Approximation und Arbeitsaufwand schneidet wohl die Nesbet-
Methode am besten ab.

In Tabelle 2 sind die verschiedenen 1s- und 2s-Orbitale zusammengestellt.

Tabelle 1. Li-Atom. Energieerwartungswerte und Uberlappungen mit der SCF-OS-Ldsung fiir die ver-
schiedenen Methoden

Methode {E)a.u. Sis A
Diercksen —7,430666 1,000000 0,995649
Nesbet —7,432700 0,999998 0,999999
McWeeny-Kutzelnigg —7,432721 1,000000 1,000000
Roothaan-McWeeny —~7,432722

UHF —7,432744

¥ (Standardfunktion) —7,432787

Tabelle 2. 1s- und 2s-Orbitale von Li

{ n Roothaan- Diercksen  Nesbet McWeeny- UHF
McWeeny Kutzelnigg o B

1s 440 0,128169 0,128234 0,127855 0,128156 0,128281 0,128133
—0,012275  —0,012255 —0,011894 —0,012281 —0,011471 -0,013062
0,926908 0,927179 0,929693 0,926910 0,929481 0,924399
—0,037651 —0,037648 —0,041069 —0,037672 —0,041759 —0,033415
0,005692 0,005248 0,005892 0,005675 0,005848 0,005517

—0,002035 —-0,002480 —0,002786 —0,001815 —0,002764 —0,002602

0
1
240 0
1
0
1
2s 440 O 0,061628  —0,183073 0,061352 0,061908 0,061695
1
0
i
0
1

0,67

0,017507  —0,102408 0,017455 0,017645 0,017664
0,039733 0,544390 0,038681 0,039636 0,038089
0,101098  —0,372037 0,100968 0,101500 0,101570
0,010105 0,572161 0,010659 0,009011 0,009001
—1,043535 —1,415299 —1,043948 —1,042730 —1,042727

2,40

0,67
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